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§ 5. Спряженi диференцiйнi оператори

Розглянемо лiнiйний диференцiйний оператор 2-го порядку

Lu ≡
n∑

i=1

n∑

j=1

Aij
∂2u

∂xi ∂xj
+

n∑

i=1

Bi
∂u

∂xi
+ Cu

де Aij , Bi и C є двiчi диференцюємими функцiями x1, x2, . . . , xn.
Назвем оператор

Mv ≡
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2(Aijv)

∂xi ∂xj
−

n∑

i=1

∂(Biv)

∂xi
+ Cv

спряженим з оператором Lu.
Якщо оператор L спiвпадає з спряженим йому оператором M , то такий оператор

називають самоспряженим.
Розглянемо рiзницю

vLu− uMv = v

( n∑

i=1

n∑

j=1

Aij
∂2u

∂xi ∂xj
+

n∑

i=1

Bi
∂u

∂xi
+ Cu

)

− u
( n∑

i=1

n∑

j=1

∂2(Aijv)

∂xi ∂xj
−

n∑

i=1

∂(Biv)

∂xi
+ Cv

)

= v

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij
∂2u

∂xi ∂xj
+ v

n∑

i=1

Bi
∂u

∂xi
+ Cvu

− u
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2(Aijv)

∂xi ∂xj
+ u

n∑

i=1

∂(Biv)

∂xi
− Cuv

+
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂u

∂xj
· ∂(Aijv)

∂xi
− ∂u

∂xi
· ∂(Aijv)

∂xj

)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(
vAij

∂2u

∂xi ∂xj
+
∂(vAij)

∂xi
· ∂u
∂xj
− ∂(vAij)

∂xi
· ∂u
∂xj
− u∂

2(Aijv)

∂xi ∂xj

)

+

n∑

i=1

(
vBi

∂u

∂xi
+ u

∂(Biv)

∂xi

)

=

n∑

i=1

∂

∂xi





n∑

j=1

[
vAij

∂u

∂xj
− u∂(Aijv)

∂xj

]
+ Biuv



 .

При отриманнi цього виразу ми додали суму

n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂u

∂xj
· ∂(Aijv)

∂xi
− ∂u

∂xi
· ∂(Aijv)

∂xj

)
,
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але вона дорiвнює нулю, так що значення виразу не змiнилося.
Одже, вираз vLu − uMv являє собою суму частинних похiдних по xi вiд деяких

виразiв Pi, тобто

vLu− uMv =

n∑

i=1

∂Pi
∂xi

,

де

Pi =
n∑

j=1

(
vAij

∂u

∂xj
− u∂(Aijv)

∂xj

)
+Biuv.

Розглянемо тепер деякий n-мiрний об’єм Ω, який обмежений кусочно-гладкою по-
верхнею S.

Користуючись формулою Остроградського-Гауса (3.2), будемо мати

∫∫
· · ·
∫

Ω

(vLu− uMv) dx1 dx2 . . . dxn = −
∫∫
· · ·
∫

S

n∑

i=1

Pi cos(nxi) dS, (5.1)

де cos(nx1), cos(nx2), . . . , cos(nxn) — направляючi косiнуси внутрешньої нормалi до S.
Формула (5.1) носить назву формули Грiна.
Розглянемо рiвняння (1.1). Оператори Lu, Mv, а також функцiї P1 та P2 будуть

мати вигляд:

Lu ≡ ∂2u

∂x ∂t
+ a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂t
+ cu,

Mu ≡ ∂2v

∂x ∂t
− ∂(av)

∂x
− ∂(bv)

∂t
+ cv,

P1 =
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv,

P2 =
1

2

(
v
∂u

∂x
− u∂v

∂x

)
+ buv.

При цьому формула Грiна дає (нормаль внутрiшня)

∫∫

Ω

(vLu− uMv) dx dt = −
∫

S

{[
1
2

(
v ∂u
∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
cos(nx)

+
[

1
2

(
v ∂u∂x − u ∂v∂x

)
+ buv

]
cos(nt)

}
dS. (5.2)

x

t

0

Ω

R(x0, t0) Q(x1, t0)

M(x1, t1)P (x0, t1)

Рис. 2.

§ 6. Побудова розв’язку

Будувати розв’язок будемо методом Рiмана, який
полягає на використовуваннi формули Грiна та дає рi-
шення задачi (1.1) через граничнi умови (1.2).

Нехай нам потрiбно знайти значення функцiї u у де-
якiй точцi M областi (x > x0, t > t0) з координата-
ми (x1, t1).

Проведемо через точку M (рис. 2) з координатами (x1, t1) двi прямi, якi паралельнi
координатним осям. Нехай точкаP (x0, t1) — це точка перетину прямих x = x0 та t = t1,
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а точка Q(x1, t0) — точка перетину прямих x = x1 та t = t0. Прямi x = x0, x = x1,
t = t0, t = t1, як було показано ранiше, є характеристиками рiвняння (1.1). Область Ω
буде являти собою прямокутник MPRQ . У цiй областi ми можемо застосувати методy
Рiмана для знаходження розв’язку.

Якщо враховувати, що обiг областi Ω вiдбувається проти годинникової стрiлки, так
що обiгаєма площа завжди залишається злiва, формулу (5.2) можна записати у виглядi
∫∫

Ω

(vLu− uMv) dx dt =

∫

S

[
1

2

(
u
∂v

∂x
− v ∂u

∂x

)
− buv

]
dx

−
[

1

2

(
u
∂v

∂t
− v ∂u

∂t

)
− auv

]
dt. (5.2∗)

З рис. 2 бачимо, що при цьому

dx = cos(nt) dS,

dt = − cos(nx) dS.

За умови u(x0, t) = ϕ(t) отримуємо:

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= 0;
∂u

∂t

∣∣∣∣
x=x0

= ϕ′(t).

За умови u(x, t0) = ψ(x) отримуємо:

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= 0;
∂u

∂x

∣∣∣∣
t=t0

= ψ′(x).

Якщо застосувати формулу (5.2∗) до прямокутника MPRQ , враховуючи, що на ха-
рактеристиках QM та PR змiнюється лише t, а на характеристиках MP та RQ змiнює-
ться лише x, будемо мати:

∫∫

Ω

(vLu− uMv) dx dt

=

M∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂x
− u∂v

∂x

)
+ buv

]
dx+

M∫

Q

[
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
dt

+

R∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
dt+

Q∫

R

[
1

2

(
u
∂v

∂x
− v ∂u

∂x

)
− buv

]
dx.

(6.1)

Перетворимо кожен з iнтегралiв, який стоїть у правiй частинi (6.1):

M∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂x
− u∂v

∂x

)
+ buv

]
dx =

M∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂x
+ u

∂v

∂x
− 2u

∂v

∂x

)
+ buv

]
dx

= 1
2uv

∣∣∣
M

P
+

M∫

P

u
(
bv − ∂v

∂x

)
dx (6.2.1)
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M∫

Q

[
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
dt =

M∫

Q

[
1

2

(
v
∂u

∂t
+ u

∂v

∂t
− 2u

∂v

∂t

)
+ auv

]
dt

= 1
2uv

∣∣∣
M

Q
+

M∫

Q

u
(
av − ∂v

∂t

)
dt (6.2.2)

R∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
dt =

R∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂t
+ u

∂v

∂t
− 2u

∂v

∂t

)
+ auv

]
dt

= 1
2
uv
∣∣∣
R

P
+

R∫

P

u
(
av − ∂v

∂t

)
dt (6.2.3)

Q∫

R

[
1

2

(
u
∂v

∂x
− v ∂u

∂x

)
− buv

]
dt =

Q∫

R

[
1

2

(
u
∂v

∂x
+ v

∂u

∂x
− 2v

∂u

∂x

)
− buv

]
dx

= 1
2uv

∣∣∣
Q

R
−

Q∫

R

v
(
bu+

∂u

∂x

)
dx (6.2.4)

Нехай тепер v(x, t, x1, t1) — деяка функцiя, яка задовiльнює умовам:

Mv = 0,

v(x1, t, x1, t1) = e
−
∫
t1

t
a(x1,t) dt,

v(x, t1, x1, t1) = e
−
∫ x1

x
b(x,t1) dt

.

(6.3)

При цьому

v(x1, t1, x1, t1) = 1,

∂v

∂t

∣∣∣∣
x=x1

= a(x1, t) · e−
∫ t1
t
a(x1,t) dt = a(x1, t) v(x1, t, x1, t1), (6.4)

∂v

∂x

∣∣∣∣
t=t1

= b(x, t1) · e−
∫ x1

x
b(x,t1) dx

= b(x, t1) v(x, t1, x1, t1).

Розв’язок v(x, t, x1, t1) однорiдного спряженого рiвняння (6.3), який задовiльнює
умовам (6.4), називається функцiєю Рiмана. Ця функцiя не залежить вiд початкових
даних (1.2), та для неї точка (x, t) грає роль аргументу, а точка (x1, t1) — роль параметру.
Iснування та єдинiсть такої функцiї v було доказано методом послiдовних наближень.

Оскiльки на прямiй MP t = t1, а на прямiй QM x = x1, то останнi члени у
формулах (6.2.1) та (6.2.2) обертаються в нуль, i ми отримаємо:

M∫

P

[
1

2

(
v
∂u

∂x
− u∂v

∂x

)
+ buv

]
dx = 1

2uv
∣∣∣
M

P
,

M∫

Q

[
1

2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+ auv

]
dt = 1

2uv
∣∣∣
M

Q
.
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Формулу (6.1) тепер можна записати у виглядi:
∫∫

Ω

vLu dx dt = 1
2(uv)

∣∣∣
M
− 1

2 (uv)
∣∣∣
Q

+ 1
2(uv)

∣∣∣
M
− 1

2 (uv)
∣∣∣
P

+ 1
2(uv)

∣∣∣
R
− 1

2 (uv)
∣∣∣
P

+

R∫

P

u

(
av − ∂v

∂t

)
dt+ 1

2(uv)
∣∣∣
Q
− 1

2 (uv)
∣∣∣
R
−

Q∫

R

v

(
bu+

∂u

∂x

)
dx

Приводячи подiбнi та враховуючи, що

v(x1, t1, x1, t1) = 1, u(x0, t) = ϕ(t), u(x, t0) = ψ(x),
∂u

∂x

∣∣∣∣
t=t0

= ψ′(x),

маємо:
∫∫

Ω

vLu dx dt = u
∣∣∣
M
− ϕ(t1) · e−

∫ x1

x
b(x,t1) dx

+

R∫

P

ϕ(t)

(
av − ∂v

∂t

)
dt−

Q∫

R

v
(
bψ(x) + ψ′(x)

)
dx.

Звiдки знаходимо розв’язок нашої задачi

u(M) =

∫∫

Ω

vF (x, t) dx dt+ ϕ(t1) · e−
∫
x1

x
b(x,t1) dx

+

R∫

P

ϕ(t)

(
∂v

∂t
− av

)
dt+

Q∫

R

v
(
bψ(x) + ψ′(x)

)
dx. (6.5)

Як ми бачимо, формула (6.5) дозволяє у явному виглядi написати розв’язок данної
задачi, оскiльки точку M(x1, t1) ми вибрали довiльно.

ВЛАСНЕ УКРАЇНСЬКI СЛОВА IНШОМОВНI СЛОВА

пере́тин iкоса́едр [гр. είκoςαεδρoν, вiд είκoςι два́дцять

застосо́вувати + έδρα осно́ва, грань]

врахо́вувати ме́тод [гр. µεθoδoς]

де́який пара́метр [< гр. παραµετρoν яки́й вiдмı́ряє]

отри́мувати лiнı́йний [< лат. linea лı́нiя]

неха́й диференцiа́л [< лат. differentia рiзни́ця]

обме́жений опера́тор [< лат. operator дı́ючий]

ма́ти фу́нкцiя [< лат. functio ви́кона́ння]

будува́ти су́ма [лат. summa]

умо́ва фо́рмула [< лат. formula фо́рма, пра́вило]

ко́сiнус [лат. co(n) с, спı́льно + sinus кривина́]

Табл. 1.
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