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§ 4. Iснування та єдинiсть розв’язку задачi Гурса

Розглянемо найпростiшу задачу з даними на характеристиках

∂2u

∂x ∂t
= F (x, t),

u(x, 0) = ϕ(x),

u(0, t) = ψ(t).





(4.1)

Додатковi умови даються на прямих x = 0 та t = 0, якi, як було доведено вище,
є характеристиками рiвняння (4.1). Будемо вважати, що функцiї ϕ(x) та ψ(t) диферен-
цюємi та задовольняють умовi спряжiння ϕ(0) = ψ(0). Iнтегруючи послiдовно по x та
по t рiвняння (4.1), отримуємо:

ut(x, t) = ut(0, t) +

x∫

0

F (ξ, t) dξ,

u(x, t) = u(x, 0) + u(0, t)− u(0, 0) +

t∫

0

dη

x∫

0

F (ξ, η) dξ,

або

u(x, t) = ϕ(x) + ψ(t)− ϕ(0) +

t∫

0

x∫

0

F (ξ, η) dξ dη. (4.2)

Таким чином, для найпростiшого рiвняння, яке не мiстить перших похiдних ∂u
∂x , ∂u∂t

та шукаємої функцiї, розв’язок представляється у явному аналiтичному виглядi (4.2). З
формули (4.2) безпосередньо слiдує єдинiсть та iснування розв’язку поставленої задачi.

Перейдемо до розв’язку лiнiйного рiвняння гiперболiчного типу

∂2u

∂x ∂t
= a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)

∂u

∂t
+ c(x, t)u+ F (x, t) (4.3)

при додаткових умовах на характеристиках x = 0, t = 0

u(x, 0) = ϕ(x),

u(0, t) = ψ(t),
(4.4)

де ϕ(x) та ψ(t) задовiльнюють вимогам диференцюємостi та спряження. Коефiцiєн-
ти a, b та c будемо вважати неперервними функцiями x та t.

Формула (4.3) показує, що функцiя u(x, t) задовiльнює iнтегро-диференцiйному
рiвнянню (4.5)

u(x, t) =

t∫

0

x∫

0

[
a(ξ, η)

∂u

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂u

∂η
+ c(ξ, η)u

]
dξ dη

+ ϕ(x) + ψ(t)− ϕ(0) +

t∫

0

x∫

0

F (ξ, η) dξ dη. (4.5)
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Для доведення iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (4.5) скористаємось мето-
дом послiдовних наближень. Виберемо в якостi нульового наближення функцiю

u(x, t) = 0.

Тодi (4.5) дає для послiдовних наближень слiдуючi вирази:

u1(x, t) = ϕ(x) + ψ(t)− ϕ(0) +

t∫

0

x∫

0

F (ξ, η) dξ dη,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

un(x, t) = u1(x, t) +

t∫

0

x∫

0

[
a(ξ, η)

∂un−1

∂ξ

+ b(ξ, η)
∂un−1

∂η
+ c(ξ, η)un−1

]
dξ dη.





(4.6)

Зауважимо, що

∂un
∂x

=
∂u1

∂x
+

t∫

0

[
a(x, η)

∂un−1

∂x
+ b(x, η)

∂un−1

∂η
+ c(x, η)un−1

]
dη,

∂un
∂t

=
∂u1

∂t
+

x∫

0

[
a(ξ, t)

∂un−1

∂ξ
+ b(ξ, t)

∂un−1

∂t
+ c(ξ, t)un−1

]
dξ.





(4.7)

Доведемо рiвномiрну збiжнiсть послiдовностей

{
un(x, t)

}
,

{
∂un
∂x

(x, t)

}
,

{
∂un
∂t

(x, t)

}
.

Для цього розглянемо рiзницi

zn(x, t) = un+1(x, t)− un(x, t)

=

t∫

0

x∫

0

[
a(ξ, η)

∂zn−1

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂zn−1

∂η
+ c(ξ, η) zn−1(ξ, η)

]
dξ dη,

∂zn(x, t)

∂x
=
∂un+1(x, t)

∂x
− ∂un(x, t)

∂x

=

t∫

0

[
a(x, η)

∂zn−1

∂x
+ b(x, η)

∂zn−1

∂η
+ c(x, η) zn−1(x, η)

]
dη,

∂zn(x, t)

∂t
=
∂un+1(x, t)

∂t
− ∂un(x, t)

∂t

=

x∫

0

[
a(ξ, t)

∂zn−1

∂ξ
+ b(ξ, t)

∂zn−1

∂t
+ c(ξ, t) zn−1(ξ, t)

]
dξ.
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НехайM — верхня межа абсолютних величин коефiцiєнтiв a(x, t), b(x, t), та c(x, t);
H — верхня межа абсолютних величин z0 = u1(x, t) та її похiдних

|z0| < H,

∣∣∣∣
∂z0

∂x

∣∣∣∣ < H,

∣∣∣∣
∂z0

∂t

∣∣∣∣ < H

при змiнi x та t всерединi деякого квадрату (0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ L). Побудуємо
мажорантнi оцiнки для функцiй zn, ∂zn∂x та ∂zn

∂t . Очевидно, що

|z1| < 3HMxt < 3HM
(x+ t)2

2!
,

∣∣∣∣
∂z1

∂x

∣∣∣∣ < 3HMt < 3HM(x+ t),

∣∣∣∣
∂z1

∂t

∣∣∣∣ < 3HMx < 3HM(x+ t).

Припустимо, що мають мiсце рекурентнi оцiнки

|zn| < 3HMnKn−1 (x+ t)n+1

(n+ 1)!
,

∣∣∣∣
∂zn
∂x

∣∣∣∣ < 3HMnKn−1 (x+ t)n

n!
,

∣∣∣∣
∂zn
∂t

∣∣∣∣ < 3HMnKn−1 (x+ t)n

n!
,

де K > 0 — деяке стале число, значення якого наведемо нижче. Користуючись цiми
оцiнками та формулою для (n+ 1)-го наближення, пiсля деяких спрощiнь, якi посилю-
ють нерiвнiсть, маємо:

|zn+1| < 3HMn+1Kn−1 (x+ t)n+2

(n+ 2)!

(
x+ t

n+ 3
+ 2

)

< 3HMn+1Kn (x+ t)n+2

(n+ 2)!

<
3H

K2M

(2KLM)n+2

(n+ 2)!
,

∣∣∣∣
∂zn+1

∂x

∣∣∣∣ < 3HMn+1Kn−1 (x+ t)n+1

(n+ 1)!

(
x+ t

n+ 2
+ 2

)

< 3HMn+1Kn (x+ t)n+1

(n+ 1)!

<
3H

K

(2KLM)n+1

(n+ 1)!
,

∣∣∣∣
∂zn+1

∂t

∣∣∣∣ < 3HMn+1Kn−1 (x+ t)n+1

(n+ 1)!

(
x+ t

n+ 2
+ 2

)

< 3HMn+1Kn (x+ t)n+1

(n+ 1)!

<
3H

K

(2KLM)n+1

(n+ 1)!
,
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де
K = L+ 2.

В правих частинах цих нерiвностей з точнiстю до множникiв пропорцiйностi сто-
ять загальнi члени розкладання функцiї e2KLM. Цi оцiнки показують, що послiдовностi
функцiй

un = u0 + z1 +K + zn−1,

∂un
∂x

=
∂u0

∂x
+
∂z1

∂x
+K +

∂zn−1

∂x
,

∂un
∂t

=
∂u0

∂t
+
∂z1

∂t
+K +

∂zn−1

∂t

збiгаються рiвномiрно до граничних функцiй, котрi ми зазначимо

u(x, t) = lim
n→∞

un(x, t),

v(x, t) = lim
n→∞

∂un
∂x

(x, t),

w(x, t) = lim
n→∞

∂un
∂t

(x, t).

Переходячи до границi пiд знаком iнтегралу у формулах (4.6) та (4.7), будемо мати:

u(x, t) = u1(x, t) +

t∫

0

x∫

0

[
a(ξ, η) v+ b(ξ, η)w+ c(ξ, η)u

]
dξ dη,

v(x, t) =
∂u1

∂x
(x, t) +

t∫

0

[
a(x, η) v + b(x, η)w+ c(x, η)u

]
dη,

v(x, t) =
∂u1

∂t
(x, t) +

x∫

0

[
a(ξ, t) v + b(ξ, t)w+ c(ξ, t)u

]
dξ.





Звiдси випливають рiвностi

v =
∂u

∂x
,

w =
∂u

∂t
,

якi дозволяють встановити, що функцiя u(x, t) задовiльнює iнтегро-диференцiйному
рiвнянню

u(x, t) = ϕ(x) + ψ(t)− ϕ(0) +

t∫

0

x∫

0

F (ξ, η) dξ dη

+

t∫

0

x∫

0

[
a(ξ, η)

∂u

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂u

∂η
+ c(ξ, η)u

]
dξ dη, (4.5∗)

а також диференцiйному рiвнянню (4.3), що перевiряється безпосереднiм диференцiю-
ванням рiвняння (4.5∗) по x та по t. Функцiя ū = u(x, t) задовiльнює також додатковим
умовам.
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Доведемо тепер єдинiсть розв’язку задачi (4.3)–(4.4). Припустимо iснування двох
розв’язкiв u1(x, t) та u2(x, t). Отримуємо для їх рiзницi

U(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t)

однорiдне iнтегро-диференцiйне рiвняння

U(x, t) =

t∫

0

x∫

0

(
a
∂U

∂x
+ b

∂U

∂t
+ cU

)
dξ dη.

Позначаючи далi через H1 верхню межу абсолютних величин

|U(x, t)| < H1,

∣∣∣∣
∂U

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ < H1,

∣∣∣∣
∂U

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ < H1

для 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ L та повторюючи оцiнки, якi було проведено для функ-
цiй zn(x, t), переконуємось у справедливостi нерiвностi

|U | < 3H1M
n+1Kn (x+ t)n+2

(n+ 2)!
<

3H1

K2M

(2KLM)n+2

(n+ 2)!

для будь-якого значення n. Звiдси i випливає

U(x, t) ≡ 0 або u1(x, t) ≡ u2(x, t),

що i доводить єдинiсть розв’язку задачi Гурса.

ВЛАСНЕ УКРАЇНСЬКI СЛОВА IНШОМОВНI СЛОВА

переко́нуватися характери́стика [гр. χαρακτηριςτικoζ характе́рний,

мiсти́ти вiд χαρακτήρ озна́ка, особли́вiсть]

шука́ти аналiти́чний [гр. αναλυτικoζ]

iснува́ння гiпе́рбола [< гр. ύπερβoλή прохо́джу че́рез щось]

вимо́га iнтегра́л [< лат. integer цı́лий]

я́кiсть коефiцiє́нт [< лат. coefficiens (coefficientis) яки́й сприя́є]

межа́ нуль [< лат. nullus нiя́кий]

зага́льний абсолю́тний [лат. absolutus]

звı́дси квадра́т [< лат. quadratus чотирику́тний]

умо́ва рекуре́нтний [< лат. recurrens (recurrentis) яки́й поверта́ється]

мажора́нта [< фр. majorante, вiд majorer оголо́шувати вели́ким]

Табл. 1.
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